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DES POINTS FIXES COMMUNS POUR DES DIFFEOMORPHISMES DE S^ 
QUI COMMUTENT ET PRESERVENT UNE MESURE DE PROBABILITE 

F. BEGUIN, P. LE CALVEZ, S. FIRMO ET T. MIERNOWSKI 

Abstract. Nous montrons des resultats d'existence de points fixes cominuns pour des 
homeomorphismes du plan R^ ou la sphere S'^, qui commutent deux a deux et preservent une 
mesure de probabilite. Par exemple, nous montrons que des C^-difTeomorphismes /i,...,/„ 
de S^ suffisamment proches de I'identite, qui commutent deux a deux, et qui preservent une 
mesure de probabilite dont le support n'est pas reduit a un point, out au moins deux points 
fixes communs. 



1. Introduction 



lO ■ Le but de cet article est d'etablir de nouveaux theoremes d'existence de points fixes communs 

pour des homeomorphismes de surfaces qui commutent. En d'autres termes, on cherche des 
X/^ • points fixes pour les actions continues de Z" sur les surfaces. Commengons par un bref historique 

Q , des resultats de ce type. 

1 -Q ' 1.1. Resultats "a la Lefschetz". Le theoreme de Poincare-Lefschetz implique que tout 

C^ . homeomorphisme d'une surface de caracteristique d'Euler non-nulle, isotope a I'identite, ad- 

met un point fixe. II est done legitime de se demander si n homeomorphismes d'une surface de 
caracteristique d'Euler non-nulle, isotopes a I'identite, qui commutent deux a deux, ont toujours 
un point fixe commun. Autrement dit, une action de Z" sur une surface de caracteristique 
K* ' d'Euler non-nulle via des homeomorphismes isotopes a I'identite possede un point fixe global. 

t^ . En 1964, E. Lima a montre que toute action continue de M" sur une surface fermee de 

QQ I caracteristique d'Euler non-nulle admet un point fixe ([H]). Ce resultat a ete generalise par 

O ' J.-F. Plante aux actions continues de groupes de Lie nilpotents ([19]). L'existence de point 

f^ . fixe pour des actions de groupes discrets est bien sur plus delicate a montrer. Le premier 

O I resultat concernant les actions de Z", motive par une question de theorie des feuilletageqj, a 

ete montre par C. Bonatti il y a une vingtaine d'annees. Nous notons Diff (S) I'ensemble des 
C^-diffeomorphismes d'une surface S. 

ij ■ Theoreme 1.1 (Bonatti [H [2]). Pour toute surface fermee S de caracteristique d'Euler non- 

'^ . nulle, il existe un voisinage U de I'identite dans Diff (S) (muni de la topologie C^) avec la 

Cd \ propriete suivante: des elements /i, . . . , /„ de U qui commutent deux a deux ont un point fixe 

commun. 

Le fait que, dans I'enonce ci-dessus, le voisinage U ne depend pas du nombre n de 
diffeomorphismes consideres a ete montre par S. Firmo dans [BJ- Le resultat de Bonatti a ete 
generalise dans plusieurs directions. En particulier, dans le cas oil la surface S est la sphere 
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S'^ et Oil rentier n est egal a 2, M. Handel a considerablement affaibli I'hypothese de proxi- 
mite a I'identite necessaire pour assurer I'existence d'un point fixe commun. Si /i, /2 sont deux 
homeomorphismes preservant I'orientation de la sphere S^ qui commutent, Handel considere des 
isotopies {fl)ts[o,i] ^t (/2)tG[o,i] joignant I'identite respectivement a /i et /2, et note W{fi,f2) 
la classe du lacet t i— )■ [/i,/2] dans 7ri(Homeo(S^),Id) ~ Z/2Z. L'invariant W{fi,f2) est nul 
des lors que /i et /2 sont suffisamment proches de I'identite (en topologie C^). Handel montre 
alors : 

Theoreme 1.2 (Handel, [12j). Deux diffeomorphismes /i,/2 de la sphere S^, isotopes a 
I'identite, qui commutent, et qui satisfont W{fi,f2) = 0, ont un point fixe commun. 

On remarquera que le theoreme d'Handel est faux sans I'hypothese de nullite de 
l'invariant W{fi,f2) : deux rotations d'angle vr et d'axes orthogonaux ferment une paire de 
diffeomorphismes de S^ qui commutent mais n'ont pas de point fixe commun. On notera 
egalement que les arguments de Handel s'appliquent a des homeomorphismes, si Ton suppose 
a priori que ceux n'ont qu'un nombre fini de points fixes (ce qui, dans le contexte, est une 
hypothese tres forte). 

II a fallu attendre 2007 pour que le resultat de Handel soit generalise a un nombre n arbitraire 
de diffeomorphismes : 

Theoreme 1.3 (Franks, Handel, Parwani, J8\). Soient /i,...,/„ des C^ -diffeomorphismes de 
la sphere S^, isotopes a I'identite, qui commutent deux a deux, et G le sous-groupe de Diff (S^) 
engendre par ces diffeomorphismes. Alors il existe un sous-groupe G' d'indice 2 dans G, tel que 
les elements de G' ont un point fixe commun. Si l'invariant W{fi, fj) est nul pour 1 < i,j < n, 
alors les diffeomorphismes fi,...,fn ont un point fixe commun. 

Dans le cas d'une surface fermee de caracteristique d'Euler strictement negative, la situation 
est plus simple : 

Theoreme 1.4 (Franks, Handel, Parwani, [9]). Si S est une surface fermee de caracteristique 
d'Euler strictement negative, alors des G^ -diffeomorphismes fi, . . . , fn de S, isotopes a I'identite, 
qui commutent deux a deux, ont un point fixe commun. 

1.2. Un resultat "a la Brouwer". Le theoreme des translations planes de Brouwer affirme 
que "la dynamique d'un homeomorphisme de M^, qui preserve I'orientation et n'a pas de point 
fixe, ressemble localement a celle d'une translation" (voir [4j ou [H]). Par exemple, si / est un 
homeomorphisme de M^, qui preserve I'orientation et n'a pas de point fixe, alors I'orbite de tout 
point sous Taction de / tend vers I'infini. Un des outils principaux des preuves des theoremes 11.31 
et 11.41 est la generalisation partielle du theoreme de Brouwer a Taction de n diffeomorphismes 
qui commutent deux a deux : 

Theoreme 1.5 (Franks, Handel, Parwani, ^). Soient /i,...,/„ des G^ -diffeomorphismes 
preservant I 'orientation du plan R^ qui commutent deux a deux. Si ces diffeomorphismes laissent 
invariant un meme sous-ensemble compact non-vide du plan, alors ils ont un point fixe commun. 

Le theoreme des translations planes de Brouwer implique que tout homeomorphisme du plan 
M^ qui preserve I'orientation et laisse invariante une mesure de probabilite admet un point fixe. 
Ce fait et le theoreme 11.51 soulevent naturellement la question suivante : 

Question 1.6. Des homeomorphismes /i, . . . , /„ du plan M? qui preservent I'orientation, com- 
mutent deux a deux, et laissent invariante une mesure de probabilite, ont-ils un point fixe com- 
mun ? 

Le but de notre article est de repondre positivement a la question[L6l lorsque le comportement 
a I'infini des homeomorphismes consideres est "suffisamment sympathique" . On en deduira des 
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resultats d'existence de deux points fixes communs pour des C^-diffeomorphismes de la sphere 
qui commutent deux a deux, et laissent invariante une mesure de probabilite dont le support 
n'est pas reduit a un point. 

1.3. Enonce de nos resultats. Nous notons Homeo(M^) le groupe des homeomorphismes 
de M?, muni de la topologie de la convergence unifornie sur les compacts, et Homeo~''(M^) le 
sous-groupe constitue des homeomorphismes preservant I'orientation. D'apres le theoreme de 
Kneser, Homeo"'~(M^) se retracte sur S0(2) (voir [H] ou [El theoreme 2.9]). Ainsi, tout element 
/ de Homeo"'"(M^) est isotope a I'identite dans Homeo"'"(M^). De plus, si / = {ft)te[o,i] 6st une 
isotopie de I'identite a /, alors toute autre isotopie est homotope a -R^J pour un certain /c € Z, 
oil R designe le lacet dans SO (2) forme des rotations vectorielles d'angle 27rt pour t allant de 
a 1. Pour tout homeomorphisme /, nous notons Fix(/) I'ensemble de ses points fixes. Nous 
noterons dd = -^ ~\i^% ^ la 1-forme d'angle polaire usuelle sur M^ \ {0}. 

Soit / un homeomorphisme du plan M^ preservant I'orientation, et / = (/t)tG[o,i] une isotopie 
joignant I'identite a /. Pour tout point z dans R^, notons 77^2 : [0, 1] — )■ M'^ le chemin donne par 
li,z{i) = ft{z). II existe un voisinage W de I'infini dans M? tel que, pour z G W, le chemin 7/^2 
evite I'origine. On pent alors definir une application 



Tourne/ : W 



z 



f de ■ 



'7/ 



Si z et z' sont deux points distincts dans M^, notons '^i^z,z' '■ [0, 1] — > R^ le chemin donne par 
li,z,z'{t) = ft{z) — ft{z')- Si A designe la diagonale de M^ x M^, on pent definir une application 

Enlace/ : (M^ x M^) \ A — > M 

{z,z') ^ f ^dO- 



ni 



z,z' 



La fonction Tourne/ prend des valeurs entieres sur les points fixes : si z G Fix(/), la quantite 
Tourne/ (z) est le nombre algebrique de tours que fait le point ft{z) autour de quand t varie 
de a 1. De meme, la fonction Enlace/ prend des valeurs entieres sur les couples de points fixes 
distincts : si z,z' G Fix(/), la quantite Enlace/(z, z') est le nombre algebrique de tours que fait 
le segment joignant ft{z') a ft{z) quand t varie de a 1. Observons egalement que la fonction 
Enlace/ et le germe en I'infini de la fonction Tourne/ ne dependent que de la classe d'homotopie 
de I'isotopie /. De plus, si /' est une autre isotopie joignant I'identite a /, homotope a R I, 
alors on a 

Enlace// = Enlace/ + A; sur (M^ x M^) \ /^ (l) 

Tourne// = Tourne/ + k sur un voisinage W de I'infini. (2) 



Nous introduisons maintenant deux proprietes qui joueront un role crucial dans notre article : 

(PI) La fonction Enlace/ est bornee sur Fix(/) x Fix(/) \ A. 

(P2) II existe un voisinage W de I'infini tel que la fonction Tourne/ est constante sur Fix(/)nTy. 

Les formules ([T]) et ([2]) ci-dessus montrent que les propriete (PI) et (P2) ne dependent pas 
de I'isotopie / choisie, mais uniquement de rhomeomorphisme /. Ces deux proprietes sont 
evidemment verifiees si I'ensemble des points fixes de / est fini ; il est beaucoup plus interessant 
de noter qu'elles le sont aussi si / est "de classe C^ a I'infini" : 

Proposition 1.7. S'il existe une structure dijjerentielle sur S^ = M^ U {00} tel que f s'etend 
en un C^ -diffeomorphisme de §^, alors les proprietes (PI) et (P2) sont verifiees. 
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Dans I'appendice, nous decrirons quelques exemples d'homeomorphismes qui satisfont, ou ne 
satisfont pas, (PI) et/ou (P2). Nous donnerons egalement un exemple de C^-diffeomorphisme 
du plan qui satisfait (PI) et (P2), mais ne s'etend pas en un C^-diffeomorphisme de la sphere. 

Nous sommes maintenant en mesure d'enoncer notre resultat principal : 

Theoreme 1.8. Soit f € Homeo'''(M^) un homeomorphisme du plan qui preserve I'orientation. 
On suppose que f verifie les proprietes (PI) et (P2), et laisse invariante une mesure de masse 
finie fJL dont le support n'est pas contenu dans Fix(/). Alors : 

1 - il existe une partie compacte nan-vide de Fix(/) qui est invariante par tout element de 
Homeo(M^) qui commute avec f et qui laisse fi invariante ; 

2 - si f s'etend en un C^ -diffeomorphisme de §^ = M^ U {oo}, il existe une partie compacte 
non-vide de Fix(/) qui est invariante par tout element de Homeo(M^) qui commute avec f. 

Remarque 1.9. Dans I'appendice, nous decrirons un C°°-diflFeoniorphisnie / du plan M?, qui 
satisfait les proprietes (PI) et (P2) (mais ne s'etend pas en un C^-diffeomorphisme de S^), qui 
laisse invariante une mesure de masse finie dont le support n'est pas contenu dans Fix(/), et qui 
commute avec la translation {x,y) i— )• (x + l,y). En particulier, si A est une partie non-vide de 
Fix(/) qui est invariante par tout element de Homeo(M^) qui commute avec /, alors A n'est pas 
compacte. Get exemple montre que I'hypothese "/ s'etend en un C^-diffeomorphisme de S^" est 
necessaire dans I'assertion 2 du theoreme [O 



La combinaison de ce theoreme avec ceux de Franks, Handel et Parwani precedemment cites 
fournit des nouveaux resultats d'existence de points fixes communs. Voici tout d'abord un 
resultat concernant les n-uplets de C^-diffeomorphismes du plan : 

CoroUaire 1.10. Soient /i,...,/„, des C^-diffeomorphismes du plan M?, qui preservent 
I'orientation, et commutent deux a deux. Si ces diffeomorphismes satisfont les proprietes (PI) 
et (P2), et s 'ils laissent invariante une mesure de prohahilite, alors ils ont un point fixe commun. 

En effet : soit le support de ^ est contenu dans I'ensemble des points fixes communs de 
fi, . . . , fn, ce qui implique en particulier que les diffeomorphismes fi,---,fn ont au moins un 
point fixe commun ; soit, il existe i G {l,...,n} tel que le support de n n'est pas contenu 
dans I'ensemble des points fixes du diffeomorphisme fi, et on obtient I'existence d'un point fixe 
commun en mettant bout a bout le premier point du theoreme 11.81 et theoreme II. 5i 

Voici maintenant un resultat concernant les n-uplets de C^-diffeomorphismes de S^, qui 
decoule immediatement du second point du theoreme 11.81 et du theoreme 11.51 : 

CoroUaire 1.11. Soient /i, . . . , /„ des C^ -diffeomorphismes de S^, qui preservent I'orientation, 
et commutent deux a deux. Si ces diffeomorphismes ont un seul point fixe commun, alors, pour 
tout element f du sous-groupe de Diff (S^) qu'ils engendrent, les seules mesures de probabilite 
f -invariantes sent celles dont le support est contenu dans I'ensemble des points fixes de f. 

Enfin, en mettant bout a bout le theoreme 11.31 la proposition 11.71 et le corollaire 11.101 on 
obtient immediatement le resultat suivant : 

Corollaire 1.12. Soient /i,...,/„ des C^ -diffeomorphismes de la sphere S^ qui preservent 
I'orientation et commutent deux a deux, et G le sous-groupe de Diff (S^) engendre par ces 
diffeomorphismes. On suppose que les diffeomorphismes /i,...,/„ laissent invariante une 
mesure de probabilite dont le support n'est pas reduit a un point. Alors il existe un sous-groupe 
G' d'indice 2 dans G tel que les elements de G' ont deux points fixes communs. Si I'invariant 
W{fi, fj) est nul pour 1 < i,j < n, alors les diffeomorphismes /i, . . . , /„ ont deux points fixes 
communs. 

On rappelle que I'invariant W{fi,fj) est nul des lors que les diffeomorphismes fi et fj sont 
suffisamment proches de I'identite en topologie G^. 
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1.4. Questions et problemes. Les resultats enonces ci-dessus ne semblent pas optiinaux de 
plusieurs points de vue. 

1 - Notre preuve du tiieoreme 11.81 repose fondamentalement sur le fait que I'homeomorphisme 
/ a un comportement controle a I'infini (i.e. qu'il satisfait (PI) et (P2), ou qu'il s'etent en un 
C^-diffeomorphisme de S^). Rien n'indique cependant que les enonces du theoreme 11.81 et des 
corollaires ll.im l l.lll et [1.12l deviennent faux si on ne fait aucune hypothese de comportement a 
I'infini. Par exemple, rien n'interdit a priori que le corollaire 11.121 reste vrai si on travaille avec 
des homeomorphismes au lieu de C^-diffeomorphismes. 

2 - Le theoreme des translations planes de Brouwer iniplique que tout homeomorphisme du 
plan preservant I'orientation qui admet un point recurrent (ou meme un point non-errant) fixe 
un point. II n'est done pas exclu que, dans les enonces ci-dessus, on puisse remplacer I'existence 
d'une mesure de probabilite invariante par la simple existence d'un point recurrent ou d'un point 
non-errant. Par exemple, nous ne savons pas repondre a la question suivante : Soient /i, . . . , /„ 
des C^ -diffeomorphismes du plan M^ qui preservent I'orientation et commutent deux d deux. 
On suppose qu'un element f du groupe engendre par fi, ■ ■ ■ fn possede un point recurrent (ou 
non-errant) qui n'est pas fixe, et s'etend en un C^ -diffeomorphisme de S^. Les diffeomorphismes 
fi, . . . , fn ont-ils necessairement un point fixe commun ? 

3 - S. Druck, F. Fang et S. Firmo ont montre que le theoreme 11.11 de Bonatti se generalise aux 
cas d'un groupe nilpotent ([5]). II est done naturel de se demander si les corollaires 11.101 11.111 
et 11.121 se generalisent de meme a ce cas. Dans un travail recent (JSl)) K. Mann a montre 
I'existence de points fixes globaux pour des groupes (non-commutatifs) d' homeomorphismes du 
plan preservant I'aire, sous une hypothese assez forte concernant le diametre des orbites. On 
pent se demander s'il est possible de combiner les techniques de Mann et les notres afin d'obtenir 
d'autres resultats d'existences de points fixes. 

4 - Le cor ollair e 1 1 . 1 2 1 implique en particulier le renforcement suivant du theoreme de Bonatti : si 
fi, . . . , fn sont des C^ -diffeomorphismes de la sphere S^ suffisamment C^-proches de I'identite, 
qui commutent deux a deux, et qui laissent invariante une mesure de probabilite dont le support 
n'est pas reduit a un point, alors /i, . . . , /„ ont deux points fixes communs. Neanmoins, notre 
preuve du corollaire 11.121 utilise le theoreme 11.51 de Franks, Handel et Parwani qui lui-meme 
repose sur des techniques relativement sophistiquees de "theorie de Thurston non-compacte" . 
Au contraire, la preuve de Bonatti du theoreme 11.1 1 n'utilise que des arguments tres elementaires 
(essentiellement la definition de la topologie C^, et le fait que I'existence d'une courbe d'indice 1 
force I'existence d'un point fixe). II est done naturel de se demander si on pent montrer I'enonce 
ci-dessus en n'utilisant que des techniques elementaires "a la Bonatti" . Nous savons le faire dans 
le cas particulier n = 2, mais pas lorsque n > 3. 

1.5. Plan de Particle. Dans la section [21 nous ramenons le theoreme 11.81 a un enonce con- 
cernant les nombres de rotation des orbites autour des points fixes de /. La preuve de cet 
enonce est I'objet de la section O Cette preuve utilise differentes caracterisations et proprietes 
du nombre de rotation d'une orbite autour d'un point fixe qui seront explicitees dans la sec- 
tion [3l ainsi que deux resultats importants de dynamique topologique sur les surfaces, qui seront 
rappeles dans la section [H La proposition 11.71 sera demontree dans la section [6l Enfin, dans 
I'appendice, nous decrirons quelques exemples d'homeomorphismes du plan qui satisfont, ou 
pas, les proprietes (PI) et/ou (P2). 

2. Un enonce concernant les nombres de rotation autour DES POINTS FIXES 

Le but de cette section est de ramener notre theoreme principal 11.81 a un enonce technique 
concernant les nombres de rotation des orbites autour des points fixes. 
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Soit / un homeomorphisme du plan preservant I'orientation. Nous notons Rec^(/) I'ensemble 
des points positivement recurrent sous Paction de /, c'est-a-dire I'ensemble des points z ^ M.'^ 
pour lesquels il existe une suite d'entiers strictement croissante {nk)k>o telle que la suite de 
points /"''=(x) tend vers x. Considerons maintenant / = (/t)tG[o,i] ^ne isotopie de I'identite a /, 
et z' £ Fix(/). On dira que I'orbite d'un point z € Rec'^(/) a un nombre de rotation pi^z'i^) 
autour de z' si, pour toute suite d'entiers strictement croissante {nk)k>o telle que la suite f^''{z) 
converge vers z, on a 

lim — V] Enlace/(/''(2:),2;') = Pi,z'{z). 
fc— s>+oo rih ^ — ' 

Le formule ([T]) dans I'introduction montre que I'existence du nombre de rotation pi^z'i^) ne 
depend pas de I'isotopie / choisie, et sa valeur ne depend que de la classe d'homotopie de I. 

Supposons maintenant que / verifie la propriete (P2). La formule ^ montre que Ton pent 
alors trouver une isotopie / joignant I'identite a / telle que la fonction Tourne/ s'annule sur les 
points fixes de / proches de I'infini. Une telle isotopie I sera dite adaptee. Si on suppose de 
plus que Fix(/) n'est pas compact, alors il n'existe qu'une seule classe d'homotopie d'isotopies 
adaptees ; le nombre de rotation pi^z'{z), lorsqu'il est defini, ne depend done pas du choix de / 
parmi les isotopies adaptees ; on notera Pz'{z) := Pi,z'{z) oil / est une isotopie adaptee. 

Pour tout homeomorphisme / du plan M?, nous noterons M{f) I'ensemble des mesures 
boreliennes de masses finies /-invariantes. La proposition suivante est la cle de la preuve de 
notre theoreme principal 11.81 

Proposition 2.1. Soit f un homeomorphisme du plan E?, qui preserve I'orientation, verifie les 
proprietes (PI) et (P2), et tel que Fix(/) n'est pas compact. 

(1) Soit g un homeomorphisme du plan qui commute avec f . Si z' € Fix(/), si z £ Rec^(/) 
et si Pz'{z) est defini, alors Pg(z'){g{z)) est egalement defini, et on a Pg(z')ig{z)) = Pz'{z) 
ou Pg[z'){9{z)) = —pz'{z) selon que g preserve ou renverse I'orientation. 

(2) Pour toute mesure p € M.{f) et tout point z' S Fix(/), la fonction pz' est definie p- 
presque partout sur Rec^(/) \ {z'}. 

(3) Pour toute mesure p € M{f) et tout reel a > 0, on a 

lim p {{z G Rec+(/) , \pz'{z)\ > a}) = 0. 

2:'->-00,2:'gFix(/) 

(4) Supposons que f s'etend en un C^ -diffeomorphisme de S^ = M^ U {oo}. Alors pour tout 
a > 0, il existe un voisinage W de I'infini dans M^ tel que, pour tout z' € Fix(/) nW et 
tout z G Rec'^(/), on a \ Pz'iz)\ < a si Pz'{z) est defini. 

(5) Pour toute mesure p G M{f) dont le support n'est pas contenu dans Fix(/), il existe un 
point z' G Fix(/) tel que 

p{{zeRec+{f), p,,(z)/0})/0. 

Expliquons des maintenant pourquoi le theoreme 11.81 decoule de cette proposition. 

Preuve du theoreme \1.8\ en admettant la proposition \2.1\ Soit / un homeomorphisme du plan 
preservant I'orientation. Supposons, comme dans I'enonce du theoreme 11.81 que / verifie les 
proprietes (PI) et (P2), et laisse invariante une mesure de masse finie p dont le support n'est 
pas contenu dans Fix(/). Rappelons que Fix(/) n'est pas vide. En effet, si Fix(/) etait vide, 
alors, par le theoreme des translations planes de Brouwer ([TT]), toute orbite de / serait errante ; 
en particulier, / ne pourrait preserver aucune mesure de masse finie. 

Le theoreme 11.81 est trivial si Fix(/) est compact : en effet, Fix(/) est non-vide et invariant 
par tout homeomorphisme qui commute avec /. Nous supposons done maintenant que Fix(/) 
n'est pas compact, ce qui nous permet d'appliquer la proposition 12.11 
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Pour a > 0, considerons le sous-ensemble Xa de Fix(/) defini comme suit : 

Xa = {z' G Fix(/) , fi{{ze Rec+(/) , |/9,,(z)[ > a}) > a} . 

L'assertion (5) de la proposition 12.11 nous dit que, pour a assez petit, Xa n'est pas vide. 
L'assertion (3) nous dit que cet ensemble est borne. Enfin, d'apres l'assertion (1), Tensemble 
Xa est invariant par tout homeomorphisme g qui preserve la mesure // et qui commute avec /. 
Pour montrer la premiere assertion du theoreme 11.81 il suffit done de considerer I'adherence de 
Xa, pour a assez petit. 

Supposons maintenant que / pent etre etendu en un C^-diffeomorphisme de §^, et considerons, 
pour a > 0, le sous-ensemble Ya de Fix(/) defini comme suit : 

Ya = {z' G Fix(/) , il existe z G Rec'''(/) tel que Pz'{z) existe et \pzi{z)\ > a} . 

La-encore, on salt grace a l'assertion (5) de la proposition 12.11 que Ya est non vide des que a 
est assez petit. L'assertion (4) nous dit que cet ensemble est borne, et l'assertion (1) qu'il est 
invariant par tout homeomorphisme qui commute avec /. Pour montrer la seconde assertion du 
theoreme 11.81 il suffit done de considerer I'adherence de Ya, pour a assez petit. D 

La preuve de la proposition 12.11 occupe presque toute la fin de notre article. 

3. Definitions alternatives et proprietes du nombre de rotation 

Soit / un homeomorphisme du plan M^ preservant I'orientation, et / = {ft)te[o,i] ^ne isotopie 
joignant I'identite a /. Dans la section [21 nous avons defini le nombre de rotation pi^z'{z) 
de I'orbite d'un point z G Rec"'"(/) autour d'un point z' G Fix(/), comme une moyenne de 
Birkhoff de la fonction z i-t- Enlace/(z, z') le long de I'orbite de z. Ce nombre de rotation 
admet cependant plusieurs definitions alternatives. Le but de cette section est de presenter 
certaines de ces definitions, qui interviendront au cours de notre preuve de la proposition 12.11 
Ce sera egalement I'occasion d'introduire un certain nombre de notations, et de mettre en lumiere 
quelques proprietes elementaires de la quantite pi^z'{z). 

Nous considerons d'abord le cas particulier ori z est un point fixe de /. La definition du 
nombre de rotation pi^z'{z) se simplifie radicalement dans ce cas particulier : 

Fait 3.1. Si z et z' sont deux points fixes distincts de f, alors pi^z'i^) existe et est egal 
d Enlace/ (z, z'). 

Remarquons maintenant qu'etant donne un point z' G Fix(/), on pent toujours trouver une 
isotopie /' = (/j)4g[o,i] joignant I'identite a /, homotope a /, et qui fixe le point z' {i.e. telle que 
// fixe z' pour tout t) : il suffit par exemple de poser // = Ttoft ou Tf est I'unique translation de M^ 
qui envoie ft{z') sur z' . Comme / et /' sont homotopes, on a alors Enlace/(z, z') = Enlace7'(z, z'). 
Par ailleurs, la quantite Enlace// (2,2;') est, par definition, le nombre de tours que fait le lacet 
t 1-^ ft{z) — ft{z') autour de 0. Comme //(z') = z' , c'est aussi le nombre de tours que fait la 
trajectoire 77/^2 : t ^ fi{z) autour du point z' . 

Expliquons maintenant comment interpreter pi^z'{z) via un relevement approprie de / au 
revetement universel de I'anneau M^ \ {z'}. Pour z' G Fix(/), nous considererons I'anneau 
Az' = M^ \ {z'}. Nous noterons vr^/ : Az' -^ Az' le revetement universel de I'anneau Az', et 
Tz' : Az' — >■ Az' le generateur du groupe des automorphismes de revetement naturellement 
defini par le bord oriente d'un disque euclidien centre en z'. A I'isotopie / est naturellement 
associe un relevement fj^z' de /{a , a Az'. Pour construire ce relevement, on choisit une isotopie 

^' — (/i)iG[o,i] homotope a / qui fixe le point z', et on releve I'isotopie (/iU^/)tG[o,i] a ^z' en une 
isotopie partant de I'identite ; I'extremite de cette isotopie est, par definition, I'homeomorphisme 
fi^z'- On verifie facilement que fi^z' ne depend pas du choix de I'isotopie /', et ne depend 
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d'ailleurs que de la classe d'homotopie de /. Le fait ci-dessous decoule directement de la definition 
du relevement fj^z' et du fait que Enlace/ (2,2:') = Enlace// (z, z') si / et /' sont homotopes. 

Fait 3.2. Si z et z' sont deux points fixes distincts de f, il existe un unique entier p tel que 
fi,z'{z) = T'^i{z) pour tout releve z de z dans A^i . Cet entier p n'est autre que le nomhre de 
rotation pi^z'i^) = Enlace/ ( z, z'). 

Considerons maintenant trois points fixes distincts z,z[,Z2 de /. D'apres la formule ([1]), la 
quantite pj.,' (z) — Pi^z' i^) = Enlace/(z, z'l) — Enlace/(z, Z2) ^^ depend pas de I'isotopie /. 

Rappelons que S^ est vu comme le compactifie M^ U {00}. Etant donnes deux points dis- 
tincts z[,Z2 € Fix(/), nous considererons I'anneau A^' £ •= S^ \ {^'^'\^ ^'7] ■ Nous noterons 
vr^/ yi : Ayi ./ —7- A-,1 -,1 le revetement universel de I'anneau A^i ,/ , et Tyi ,/ : A,i ,/ — >■ A^i ./ 
I'automorphisnie de revetement naturellement defini par le bord oriente d'un petit disque eucli- 
dien centre en z[. Nous noterons f^i z' le relevement de /|a / / qui fixe les releves de 00, 011 

/ est I'extension de / a la sphere S^ = M^ U {00}. Si V = ift)te[o,i] est une isotopie joignant 
I'identite a / et qui fixe les points z[ et Z2, alors I'extension de cette isotopie a S^ nous donne une 
isotopie dans Homeo(§^) joignant I'identite a /, qui fixe z'l, z'2 et cxd. Si on restreint cette iso- 
topie a Az' z' ) puisqu'on releve au revetement universel Az' z' 1 on obtient une isotopie joignant 
I'identite a fz' z' ■ Ceci montre le fait suivant : 

Fait 3.3. Si z, z[ et z'2 sont trois points fixes distincts de f, alors il existe un entier p ^"L tel 
que fz' z' (^ = ^^' ' (20 powr tout releve z de z a Az' z' > cei entier p n'est autre que la difference 
des nombres de rotations pi-,/ (z) — pjz' {z). 

Avant de passer au cas 011 z n'est pas un point fixe, relions le nombre de rotation pi^z'{z) a 
la quantite Tourne/(2:). 

Fait 3.4. Etant donne z' € Fix(/), il existe un voisinage W de I'infini tel que, pour tout 
z £ W (1 Fix(/), le nombre de rotation pi^z'{z) est egal d la quantite Tourne/(2:). 

En particulier, si / est une isotopie adaptee, alors, pour tout z' G Fix(/), il existe un voisinage 
W de I'infini tel que, si z G Fix(/) n W , alors Pz'{z) = 0. 

Preuve du fait \3.4[ Soit B une boule euclidienne de M^ centree a I'origine tel que le lacet 7/^^/ : 
1 1— 7- ft{z') soit contenu dans B. Soit W un voisinage de I'infini dans R^ tel que, si z G Fix(/)nl^, 
alors le lacet 7/^2 : t '-^ ft{z) est disjoint de B. Alors, pour tout z G Fix(/) n W, les lacets 
li,z,z' '■ t ^ ft{z) — ft{z') et 7/^z : t \-^ ft{z) sont homotopes dans M^ \ {0}, et on a done 

P/,z' (-2) = Enlace/ (z, z') = / dO = I d^ = Tourne/(z). D 

Remarque 3.5. Soit z' un point fixe de /. Les faits l3.2l et l3.4l montrent que I'isotopie / est adaptee 
si et seulement si il existe un voisinage W de I'infini tel que le relevement f[^z' '■ ^z' ~^ Az' fixe 
les releves des points de M^ n Fix(/). 

Passons maintenant au cas oti z n'est pas un point fixe. Le fait suivant generalise le fait 13.21 
et decoule directement des definitions du nombre de rotation p/,z'(z) et du relevement fi^z'- 

Fait 3.6. Soit z' G Fix(/), soit z G Rec"'~(/), et z un releve de z dans Az'. Pour toute suite 
strictement croissante d'entiers {n]t)k>o telle que f'^^{z) tend vers z, il existe une suite d'entiers 
{pk)k>o telle que T^,^'' o /"^/(z) converge vers z. Dire que Vorhite du point z a un nomhre de 
rotation pi,z'{z) autour de z' , c'est dire que le quotient pk/uk tend vers pi^z'{z) quand k — )■ 00, 
quelle que soit la suite d'entiers (uk). 
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Passons maintenant a la generalisation du fait 13.31 

Fait 3.7. Soient z[ et z'2 deux points fixes distincts de f . Soit z G Rec^(/) tel que les nombres 
de rotation pj z' (-2) ei pi ^1 (z) existent tous les deux, et soit z un releve de z dans A-,' -,' . Pour 
toute suite strictement croissante d'entiers {nk)k>o telle que f"'^{z) tend vers z, il existe une 
suite d'entiers (pk)k>o ^e//e que T~^'', o /",* , Cz) converge vers z. La suite (pk/'n'k)k>o converge 
vers pi^^>^{z) -pi^,'^{z). 

4. Deux outils 

Dans cette section, nous presentons deux resultats, concernant la dynamique des 
homeomorphismes de surfaces, qui seront des outils importants dans notre preuve de la propo- 
sition 12.11 



Commengons par rappeler un resultat, dri a J. Franks, qui constitue une des etapes principales 
de la preuve du theoreme des translations planes de Brouwer. Notons 

vr : M^ ^ A 

{x,y) ^ {x + Z,y) 

le revetement universel de I'anneau ouvert A = M/Z x M, et 

T : M^ ^ ]^2 

{x,y) ^ (x + l,y) 

I'autoniorphisme fondamental de revetement. Nous appellerons disque ouvert U d'une surface M 
toute partie ouverte de M homeomorphe a M?. 

Theoreme 4.1 (Lemme de Franks, [7]). Soit g un homeomorphisme de A isotope a I'identite 
et g un relevement de g a M^. Soit U un disque ouvert de A et U une composante connexe de 
7r~^{U). On suppose que 

{i)g{u)nu = ^, 

(2) il existe q > et p > tel que g'^{U)n TP{U)j^ 0, 

(3) il existe q' >0 etp' <0 tel que g''' {U) n T^' {U) / 0. 
Alors g a au mains un point fixe. 

Enongons maintenant un resultat plus recent dii a O. Jaulent. 

Theoreme 4.2 (Jaulent, [13]). Soit M une surface orientee, g un homeomorphisme de M 
isotope a I'identite, et I = {gt)t&[a,i] une isotopie joignant I'identite a g dans Homeo(M). // 
existe alors une partie fermee X C F[x{g), et une isotopie I' = {gt)te\o,i] joignant I'identite a 
9\m\x dans Homeo(M\X) tels que 

(1) Pour tout z £ X , le lacet 7/^2 : t 1— )• gtiz) est homotope a zero dans M . 

(2) Pour tout z G Y\yi{g) \X, le lacet ^i\z ■ t '~^ d'ti-^) n'est pas homotope a zero dans M\X . 

(3) Pour tout z £ M \X , les trajectoires 7/^^ et ji'^z sont homotopes (a extremites fixees) 
dans M . 

(4) // existe un feuilletage topologique oriente J- sur M\X tel que, pour tout z £ M \X , la 
trajectoire 7/'^^ est homotope dans M\X d un chemin positivement transverse a T . 

De plus , I'isotopie I' = (5t)te[0,il satisfait la propriete suivante : 

(5) Pour toute partie finie Y d X , il existe une isotopie ly = (5yj)te[o,il joignant I'identite a 
g parmi les homeomorphismes de M qui fixent les points de Y, et telle que, si z G M\X, 
les chemins t 1— >■ gt{z) et t >-^ g'Y^{z) sont homotopes dans M \Y . 



10 F. BEGUIN, P. LE CALVEZ, S. FIRMO ET T. MIERNOWSKI 

L'assertion (4) signifie que la trajectoire "yr^z '■ t '—^ 9t{^) ^st homotope a un chemin ^^ '■ 
[0,1] —?■ A'l \ X verifiant la propriete suivante. Pour tout to £ [Oil]i il existe un voisinage 
L C [0,1] de toi un voisinage U C M \ X de 72(^0) et un homeomorphisme ^ : U — 7']0, 1[^ 
transportant I'orientation de M sur I'orientation usuelle de M^, envoyant le feuilletage T\]y sur 
le feuilletage en horizontales dirigees suivant les x croissants et tel que P2 ° ^ ° ^z soit croissant 
sur L, ou p2 '■ M^ — ;• M est la deuxieme projection. 

Etant donnes un homeomorphisme g d'une surface M, et une isotopie / joignant I'identite a 
g, un point fixe z £ Fix{g) est dit contractile pour I'isotopie I si le lacet 7/^2 : t 1-^ gt{z) est 
contractile dans M. L'assertion (1) du theoreme ci-dessus affirme done que les points de X sont 
des points fixes contractiles pour I'isotopie I. L'assertion (2) dit que /' n'a aucun point fixe 
contractile. L'assertion (4) n'est autre que la version feuilletee equivariante du theoreme des 
translations planes de Brouwer, due a P. Le Calvez ([15])) appliquee a I'isotopie /' sur M \ X. 
Tres grossierement, le theoreme de Jaulent affirme done que, quitte a oter a M un ensemble de 
points fixes contractiles X pour I, et quitte a remplacer / par une isotopie /' tel que les chemins 
7/,2 et 'ji'^z sont homotopes dans M, il n'existe plus aucun point fixe contractile. On pent done 
appliquer le theoreme des translations planes feuilletee equivariant de Le Calvez. 

On ne salt pas s'il est possible de prolonger I'isotopie /' = {gt)te[o,i] donnee par le theoreme 14. 21 
en une isotopie joignant I'identite a g dans Homeo(M) qui fixe les points de X (sauf dans certains 
cas particuliers, par exemple si X est totalement discontinu). A defaut, l'assertion (5) du 
theoreme 14.21 garantit une propriete plus faible, mais suffisante pour la plupart des applications. 



5. PrEUVE DE LA PROPOSITION 12.11 

Dans toute cette partie, nous considerons un homeomorphisme / du plan M^ qui preserve 
I'orientation, qui verifie les proprietes (PI) et (P2), et dont I'ensemble des points fixes n'est 
pas compact. Nous fixons egalement une isotopie / = {ft)t€[o,i] adaptee a /. On aura done 
Pz'{z) = Pi,z'{z) des que ces quantites seront definies. Nous utiliserons les notations definies 
dans la partie [3l En particulier, nous rappelons que, pour tout point z' G R^, nous notons Az' 
I'anneau M^ \ {z'}, nous notons vr^/ : Az' -^ Az' le revetement universel de cet anneau, et fi^z' Is 
relevement de /|a , a Az> associe a I'isotopie /. 

Preuve de Vassertion (1). Considerons un homeomorphisme g du plan qui commute avec /, un 
point z' G Fix(/) et un point z G Rec^(/), distinct de z\ tels que le nombre de rotation pz'{z) 
existe. Supposons, pour fixer les idees, que g preserve I'orientation. Choisissons un relevement 
Ij : Az' — >• Agi^z') de 1' homeomorphisme g\A^i '■ Az' — > ^^(z')- 
Nous affirmons que les deux egalites suivantes ont lieu : 

goTz' = Tg^z') °g 9° fl,z' = fl,g(z') ° g- (3) 

L'egalite de gauche decoule directement des definitions des automorphismes de revetement Tz' 
et TgUi\^ et du fait que g preserve I'orientation. Pour montrer l'egalite de droite, rappelons 

que fi^z' est le relevement de /|a , a Azi qui fixe les releves des points de Fix(/) suffisamment 
proches de I'infini (voir la remarque 13. 5p . Si z est un point de Fix(/) proche de I'infini, alors 
g'^{z) est aussi un point de Fix(/) proche de I'infini. Par suite, si z est un releve de z dans 
Ag^^z')^ alors fi^z' fixe ^"-"^(i), et on a done go fi^z' °5 ""^(2) = z. Ceci montre que go fjz' og~^ est 
le relevement de /{a ,^,. a ^3(2') qui fixe les releves des points de Fix(/) suffisamment proches de 

I'infini. D'apres la remarque 13.51 ce relevement coincide done avec fjnfz')- Ceci montre l'egalite 
de droite. 

Considerons alors une suite d'entiers strictement croissante (nfc)fc>o. Puisque g commute avec 
/, si la suite de points (/"''(fi'(-z)))fc>o converge vers g{z), alors la suite de points (/"'=(-z))fc>o 
converge vers z. Puisque g est un relevement de g, si le point g{^ £ ^g(z') est un releve du 
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point g{z) G ^g(z')^ alors le point z S A^i est un releve du point z E A^i- Enfin, d'apres les 
egalites ([3]), si {pk)k>o est la suite d'entiers telle que T~,^X o f^t(z')(9(^)) converge vers g{z), 
alors la suite T^^'' o /"*/(F) converge vers z. D'apres le fait 13. 6t ceci montre que le nombre de 
rotation Pg[z'){9{z)) est bien defini, et est egal a Pzi{z). 

Le cas oil g renverse I'orientation se traite de meme. Les seules differences sont que Ton a 
alors g oTz' = T~, ,. og et que c'est done la suite T?,* o f?'l,(z) qui converge vers z. D 

g[^z ) z 1 yZ 



Preuve de I'assertion (2). Ce resultat decoule de la propriete (PI), du lemme de Franks 14.11 
et du theoreme ergodique de Birklioff. Le point important de la preuve est le suivant : etant 
donne z' € Fix(/), le lemme de Franks permet de passer d'une propriete concernant les nombres 
de rotation des points fixes de / autour de z' (la fonction z i-^ Enlace/ (z, z') est bornee sur 
Fix(/) \ {z'}) a une propriete concernant les nombres de rotation de toutes les orbites autour 
de z' (la fonction z i-^ Enlace/ (z,^') est integrable sur Rec "'"(/) \ {z'}). 

Fixons une mesure de probabilite // G J^if) et un point z' G Fix(/). Nous appellerons 
disque litre tout disque topologique ouvert disjoint de son image par /. La fonction pz' est 
bien evidemment definie sur Fix(/) \ {z'} (voir le fait 13. ip . II reste a prouver qu'elle est definie 
//-presque surement sur Rec^(/) \ Fix(/). Comme M^ \ Fix(/) est reconvert par les disques 
libres, il suffit de prouver que, si U est un disque libre, alors pz' est definie ^-presque partout 
sur Rec+(/)nC/. 

Fixons done un disque libre U. Puisque U est ouvert, on pent considerer le temps de premier 
retour ti/{z) dans U de tout point z € Rec"^(/) (lU et definir une application de premier retour 

Fu :Rec+(/)nC/->Rcc+(/)nC/ 

z^ r^'^'\z). 

Pour tout z G Rec"'"(/) n U, on pent alors definir la quantite 

au,z'{z)= Yl Enlace/(/(z),/)+ / dO, 

oh on choisit un cliemin ^u^z dans U qui joint Fu{z) a z et oil on pose Ju,z,z'{t) = lu,z{t) — z' . 
Puisque U est simplement connexe, la quantite precedente ne depend pas du choix de Tare '^u,z- 

Remarque 5.1. Pour tout couple de points distincts w,w', notons comme dans I'introduction 
li,w,w' '■ [0, 1] ^- M^ \ {0} le cliemin defini par ^i^w,w'{t) '■= ft{w) — ft{w')- En mettant bout a 
bout les definitions des quantites au^z'{z) et Enlace/ (w,^'), on voit alors que au^z'{z) est egal a 
I'integrale de la 1-forme d'angle polaire dO le long du lacet 

^I,U,z,z' ■=7l,z,z' ■ 7lJ{z),z' ^I,ru(^)-^(z),z' ' "fU,z,z'- 

Ceci montre en particulier que a[/,^'(^) est un entier. On pent egalement interpreter la quantite 
au,z'{z) de la fagon suivante. Fixons une composante connexe U de vr^ (U). II s'agit d'un disque 
topologique ouvert. Tout point z £ U a un unique releve z £ U. Si z appartient a Rec^(/) n U, 
alors ajj^z'iz) est I'entier p tel que (fi^z'Y'^ (z) G T^,{U). 

Puisque / verifie la propriete (PI), il existe un entier M tel que | Enlace/ ( z, z')| < M pour 
tout (z, z') G (Fix(/) X Fix(/)) \ A. On a alors le lemme suivant : 

Lemme 5.2. L'image de la fonction au,z' /'TUj definie sur Rec^(/) n U , est contenue dans un 
intervalle de longueur 2M + 4. 
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Preuve du lemme. Raisonnons par I'absurde. Supposons qu'il existe z~ et z~^ dans Rec^(/)nC/, 
tels que 

au,z'{z^) otu,z'{z') 



> 2M + 4. 



TU{Z^) TU{Z 

II existe alors au nioins 2M + 2 entiers k verifiant 



Tu{z ) Tu{z+) 

Soit U une composante connexe de vr^ ([/). Notons z~ et z+ les relevement de z~ et z^ situes 
dans U. Par ailleurs definition des fonctions tij(z~^) et ajj^z'^ on a alors 

^u{z-) ^^_^ ^^au^^,(z-).~ ^ (~ Yu{z+) ay^,,{z+), 



Ji,z'] {z-)eT/-" '{U) et (/,,,,) (r)er/-- '(u). 

En particulier 



^v{z ) ^^^^ ^ ^a^^^,{z-) ~ ,n^, (7 yui^^) ,~. ^ ^ac/,.'(^+), 



Si k verifie la double inegalite ([ID, on pent appliquer le lemme de Pranks au relevement fi^z'°T^, 
de /|a , et montrer I'existence d'un point fixe de fj^z' ° T~i , c'est-a-dire I'existence d'un point 
fixe z € Fix(/) \ {z'} tel que Enlace/ (z, z') = k. Or par hypothese, il y a au moins 2M + 2 
valeurs de k qui verifient la double inegalite (H]). Ceci est en contradiction avec I'inegalite 

|Enlace7(z,z')l <M. D 

D'apres le lemme de Kac, la fonction temps de premier retour tu est integrable sur U . On 
vient de prouver que la fonction ajj^z' /tu est bornee sur U . On en deduit que ajj^z' est egalement 
integrable sur U . Le theoreme ergodique de Birklioff nous dit que les moyennes de Birkhoff 

m—l ^ m—1 



^Y^ruiF^jiz)) et 1 ^ a,;,,,(F^(z)) 

-r) ^ — ^ m ^ — ^ 



m '■ — ' m 

£=0 £=0 

convergent pour //-presque tout point z de \J . Nous noterons t'^{z) et a^ ^,{z) les limites de ces 
sommes de Birklioff lorsqu'elles existent. 

Pour terminer la preuve, considerons un point z £ Rec "'"(/) n U. Si (nfc)fc>o est une suite 
d'entiers telle que /"■'=(z) tend vers z, alors, pour tout k assez grand, le point f'^''{z) est dans le 
disque U , et il existe done un entier m^ tel que 

nk=Y.Tu{Flj{z)) et ^Enlace(r(z),z')= E «^.-'(^^(^))- 

e.=Q r=0 (.=0 

Ceci montre que le nombre de rotation Pz>{z) est bien defini des que les limites t^{z) et a^j ^,{z) 
existent, et qu'on a alors Pz>{z) = Tlf{z)/a^ ^,{z). Nous avons ainsi montre que le nombre de 
rotation Pz'{z) est bien defini pour /i-presque tout z dans U. Comme explique plus haut, ceci 
suffit a prouver que Pz'{z) est bien defini pour /i-presque tout z dans M^ : I'assertion (2) de la 
proposition 12.11 est demontree. D 

Remarque 5.3. Les arguments ci-dessus montrent que, pour tout point z' G Fix(/), la fonction 
z I— ^ Pz'{z) est bornee sur Fix(/) \ {z'} et localement bornee sur Rec^(/) \ Fix(/). Dans 
I'appendice, nous construirons un exemple d'liomeomorphisme pour lequel la fonction z i— > pz' {z) 
n'est pas globalement bornee sur Rec"'"(/). 
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Preuve de I'assertion (3). On garde les menies notations que dans la preuve de I'assertion (2). 
En particulier, si U est un disque libre, et z' un point fixe de /, on utilisera les fonctions r^/, Fjj 
et au,z> definies ci-dessus. On utilisera egalement la fonction 

OLU,R-= sup \au,z'\ 

z'£¥ix(f),\\z'\\>R 

definie pour tout i? > 0. Le coeur de la preuve de I'assertion (3) consiste a montrer que, pour 
tout disque libre U et toute mesure v G M.{f), on a 



lim / au^ji{z) diy{z) = 0. 

Nous en deduirons facilement I'assertion (3), en utilisant le theoreme ergodique de Birkhoff et 
un petit raisonnement par I'absurde. La limite ci-dessus sera obtenue grace au theoreme de 
convergence dominee : la propriete (P2) nous permettra de montrer que ciu^R{z) tend vers 0, a 
z fixe, quand R tend vers I'infini ; ce fait et le lemme 15.21 nous fourniront une domination de la 
fonction z i->- au^R{z) par une fonction integrable. 

Lemme 5.4. Pour toute mesure v G M{f), et tout disque libre U , on a 

lim / ajj r{z) du{z) = ^. 
R^oo Ju 

Preuve du lemme. On se donne un disque libre U , et une mesure v G A4{f). 

Commengons par montrer que, pour tout z € Rec'''(/) fl U fixe, la fonction z' i— )• au^z'{z) est 
localement constante sur Fix(/). Fixons un point z £ Rec "*"(/) fl U, un chemin 7[/^^ joignant 
Fu{z) a z dans U , et un point z' G Fix(/). Si z" £ Fix(/) est assez proche de z', alors on a 



Y^ Enlacei{f{z),z')- ^ Enlacei{f{z),z"] 

0<l<Tu{z) 0<l<Tu{z) 

et 

1 



1 
*2 



/ 



<2 



de- d9 

Ces deux inegalites impliquent \au^z'{z) —C(u,z"{z)\ < 1, et done au^z'{z) = Oiu,z"{z) puisque 
<^u,z'iz) et ac/,2"(-2) sont des entiers. Nous avons done bien prouve que la fonction z' i-)- au^^'iz) 
est localement constante. 

Montrons maintenant que, pour tout z G Rec"'"(/) n U fixe, la fonction z' i— )• au^z'{z) s'annule 
au voisinage de I'infini {i.e. s'annule sur Fix(/)nTy, ou W est un voisinage de I'infini). Rappelons 
que, pour tout point u; G M^, nous notons 7/^^, : [0, 1] — )■ M^ le chemin defini par 7/,«,(t) = ft{w)-, 
et pour tout couple de points distincts w,w' G M^, nous notons 'yi^w,w' ■ [0, 1] — > K^ le chemin 
defini par 'yi^w,w'(t) = ft{w) — ft{w'). Fixons un point z G Rec^(/) fl U , ainsi qu'un chemin 
7(7,2 : [0, 1] ^ U joignant Fu{z) a z dans U. Pour tout z' G M?, notons ■~fu,z,z' '■ [0, 1] -^ M^ le 
chemin defini par ^jj,z,z'{t) '■= lu,z(t) — z' . Pour tout z' G Fix(/), I'entier au^z\z^ est I'integrale 
de la 1-forme d'angle polaire dd le long du lacet 

^I,V,z,z' =ll,z,zi ■ 7lJ{z),z' ^I,ru^^)-^{z),z' ' "fU,z,z' 

(voir la remarque 15. ip . Si z' G Fix(/) est suffisamment proche de I'infini, le lacet Fj-jy^^/ est 
librement homotope dans M^ \ {0} au lacet {'Ji^z'Y^ ■ Pour le demontrer, il suffit par exemple, 
de considerer une boule euclidienne B C M."^ centree a I'origine, telle que le lacet Tj^jj^^^z' est 
contenu dans B, et de prendre z' G Fix(/) suffisamment proche de I'infini pour que le lacet 
7/,^' soit contenu dans le complementaire de B. Ainsi pour z' G Fix(/) suffisamment proche de 
I'infini, I'entier au,z'{z) est alors egal a I'integrale de d9 le long de {'yi,z'Y^ ■ Mais cette derniere 
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integrale est par definition egale a tu{z) ■ Tourne7-(2;'). Et I'entier Tourne/(2:') est nul pour tout 
z' € Fix(/) suffisamment proche de I'infini, puisque / verifie (P2) et / est adaptee. Ceci prouve 
que, pour tout z € Rec"'"(/) n U fixe, la fonction z' i— )• ajj^z'iz) s'annule au voisinage de I'infini. 
Autrement dit, pour tout z £ Rec~'~(/)nC/ fixe, la quantite au,Riz) = sup^/gpix(/) i|2'|j>h lo^t/.^K^)! 
est nulle pour R suffisamment grand. 

Fixons zq G Rec^(/) fl U. Nous avons montre ci-dessus que la fonction z' \-^ ac7,2'(-^o) est 
localement constante sur Fix(/) et nulle en dehors d'un compact ; cette fonction est done bornee. 
Soit Mq tel que pour tout z' £ Fix(/), on a 

' ^' / 7' <Mo. 

TU{Z0) 

D'apres le lemmeE21 on en deduit que pour tout z € Rec^(/) nU et tout z' £ Fix(/), on a 

\ctrr ^'(z)\ 

' '^■y/' < Mo + 2M + 4. 

TU{Z) 

Par consequent, pour tout z' G Fix(/), la fonction z 1— )• |a[/^2/(2:)| est dominee par la fonction 
integrable z 1-^ (Mq + 2M + 4)ti/{z). II en suit immediatemment que, pour tout i? > 0, la 
fonction z i-)- au^R{z) est dominee par la fonction integrable z i-^- (Mq + 2M + 4)t[/(z). 

Nous avons montre d'une part que, pour tout z G Rec^(/) n U, la quantite au^R^z) est 
nulle pour R suffisamment grand, et d'autre part que, pour tout i? > 0, la fonction positive 
z 1-^ air^R^z) est dominee par une fonction integrable independante de R. Nous pouvons done 
appliquer le theoreme de convergence dominee de Lebesgue et obtenir la limite annoncee. D 

Lemme 5.5. Pour toute mesure v G A4{f), tout disque libre U , et tout point z' G Fix(/), on a 



Pz>{z)du{z)= / au,z'{z)du{z). 

Preuve du lemme. On a 

Pz'dv = / TuPz'dv= / rlipz'du = / alj ^/du = / au^z'dv 
Ufe>o /'=([/) Ju Ju Ju ' Ju 

ou rj) et a^j ^, sont les limites des moyennes de Birkhoff des fonctions tu et aj/,^' (on rappelle que 
ces limites existent pour u presque partout sur U ; voir la preuve de I'assertion (2)). La premiere 
egalite ci-dessus decoule de I'invariance de la mesure v et de la fonction pz' sous Paction de /. 
La deuxieme et la derniere decoulent du theoreme ergodique de Birkhoff. Enfin, la troisieme 
est une consequence de I'egalite Pz'{z) = a^ ^,{z)/tIj{z), que nous avons montree a la fin de la 
preuve de I'assertion (2). D 

Lemme 5.6. Soit (z^) est une suite de points dans Fix(/). Supposons que Wz'^W > R pour tout 
n > riQ. Alors, pour toute mesure v G Ai{f), tout disque libre U, on a 



sup \pz'„{z)\du{z) < / au,R{^)du{z). 

[Jk>of''(U)n>no Ju 



Preuve du lemme. La preuve est similaire a celle du lemme precedent. On a 
/ sup 

'\Jk>0 fHU)n>no 



/ sup Ipz'Jdiy = / T(7 sup IP2/J dz^ = / Tjj sup \pz'Jdu = / sup \au.,,Jdiy 

Jyjh>nf^{U)n>no JU n>no JU n>no JUn>no 



W f / , A* W f ^, (/) f ^ 

< /sup \au,z'J ] dv < I au^dv = / au,Rdv 

Ju \n>no J Ju Ju 

OU (j)* designe la limite des moyennes de Birkhoff d'une fonction integrable (j). L'egalite (a) 
ci-dessus decoule de I'invariance de la mesure u et de la fonction p^/ sous faction de /. Les 
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egalites (b) et (f) decoulent du theoreme ergodique de Birkhoff. L'egalite (c) est une consequence 
de l'egalite Pz'{z) = a^ ^i{z)/t^{z). L'inegalite (d) exprime le fait qu'une moyenne de Birkhoff 
du supremum d'une faniille de fonction est superieure au supremum des moyennes de Birkhoff 
de ces fonctions. Enfin, l'inegalite (e) decoule de la definition de la fonction au,R- □ 

Pour terminer la preuve de I'assertion (3) de la proposition 12. H nous raisonnons maintenant 
par I'absurde. Supposons que I'assertion (3) est fausse. II existe alors deux constantes a > 
et 5 > 0, ainsi qu'une suite de points {z'^n>Q dans Fix(/) qui tend vers I'infini telles que, si on 
note 

A„ = {z G Rec+(/) , \pz'„{z)\ > a}, 

alors fJ-{An) > b pour tout n. L'ensemble A = nno>o(Un>no ^") ^^^ alors invariant par /, et 
verifie fJ.{A) > b. De plus, pour tout z & A et tout no > 0, on a sup„>„g [^^/^(z)! > a. Posons 
u = p\a- Puisque I est adaptee, pour tout point fixe z, on a Enlace/(z, z^) = 0, si n est assez 
grand. Ainsi A ne contient aucun point fixe. II existe done un disque libre U tel que I'iU) > 
et 



/ 



sup \p,.Jdv>av\ [\f\U)\ >av{U) 

'Jk>ofHU) n>no y^>g J 

pour tout no- Cette inegalite, le lemme [5^ et le fait que la suite (z!^) tend vers I'infini, montrent 
que, pour tout i? > 0, on a 

/ OLU^Rdf > av{U). 
Ju 

Ceci contredit le leninie [5^ Cette contradiction acheve la preuve de I'assertion (3). D 

Preuve de I'assertion (4). Le point cle de la preuve est le leninie suivant. 

Lemme 5.7. Notons S^ la sphere unite de M^, et considerons un C^ -diffeomorphisme g de S^, 
qui fixe un point note oo. Pour tout point z G S^, distinct de oo et de son point antipodal, 
notons 7^ I'unique grand cercle qui passe par cxd et z, et notons j~ (respectivement j^ ) le petit 
(respectivement grand) arc de jz joignant oo a z. Alors, il existe un voisinage pointe W de oo 
dans §^, tel que pour tout point fixe z £ W on a 5(7^) H 7^ = {z, 00}. 

Preuve du lemme. Raisonnons par I'absurde. Dire que la conclusion n'est pas verifiee signifie 
qu'il existe une suite de points fixes {zn)n>o tons distincts de 00 qui converge vers cx) et une 
suite de points (4)„>o tels que z'^ £ -/~^ \ {zn, 00} et g{z'„) £ 7+ . 

Notons Dg(z) la differentielle de g en un point z G S^. Notons f„ G TqoS^ le vecteur unitaire 
tangent a I'arc 7^ au point 00 qui pointe vers z„- Quitte a extraire une sous-suite, on pent 
toujours supposer que la suite {vn)n>o est convergente ; on note v sa limite. L'application g est 
differentiable au point cxd, et la quantite \\Dg{co).Vn — Vn\\ doit tendre vers quand n tend vers 
I'infini, puisque les deux extremites 00 et z„ de I'arc 7^ sont des points fixes de g, et puisque 
la longueur de I'arc 7^ tend vers 0. Par suite, le vecteur v est dans I'espace propre associe a la 
valeur propre 1 de la differentielle de g au point 00. 

Notons maintenant «„ £ Tz„S'^ le vecteur unitaire tangent a I'arc 7^ au point z„ qui pointe 
vers z'j^. On remarque que la suite {zn,Un) converge vers (00, —v) dans TS^. On distingue alors 
deux cas : 

Premier cas. Quitte a extraire une sous-suite, la longueur du sous-arc de 7^ joignant 00 a g{z'^) 
tend vers 0. 

Second cas. Quitte a extraire une sous-suite, la longueur du sous-arc de 7^ joignant Zn a g{z'^) 
tend vers 0. 
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Soit D un disque dans S^ centre en oo. Dans le premier cas, comme les points z^ et g{z'n) sont 
situes de part et d'autre du point co sur 7^^ n D, on voit que Tangle entre Vn et Dg{co).Vn 
doit tendre vers tt quand n ^ co. Par consequent, le vecteur —v doit etre dans I'espace propre 
associe a une valeur propre negative ou nulle de la differentielle de g au point 00. Dans le second 
cas, comme les points z'^ et g{z'^) sont situes de part et d'autre du point Zn sur 7^^ n D, on 
voit que Tangle entre Un et Dg{zn)-Un doit tendre vers vr quand n tend vers Tinfini. Comme la 
differentielle de g est continue, ceci implique a nouveau que le vecteur v doit etre dans Tespace 
propre associe a une valeur propre negative ou nulle de la differentielle de g au point cx). 

Nous avons ainsi montre que le vecteur v est a la fois dans Tespace propre associe a la valeur 
propre 1 et dans un espace propre associe a une valeur propre negative ou nulle de la differentielle 
de g au point 00, ce qui constitue la contradiction recherchee. D 

Supposons done que / s'etend en un C^-diffeomorphisme / de §^ ~ R^UJoo}. Fixons q> 1, et 
appliquons le lemme[5]7]au diffeomorphisme f^. Si z' est un point fixe de f^ suffisamment proche 
de 00, le lemme nous fournit deux arcs 7" et 7^ dans Tanneau A^i = S^ \ {00, z'}, joignant un 
bout a Tautre de Tanneau, disjoints, et tels que /'^(7~) n7+ = 0. Rappelons que vr^/ : A^' — > A-^i 
designe le revetement universel de Tanneau A-^i, que fi^z' designe le releve de f\A , a Az' tel que 
/ se releve en une isotopie de Tidentite a fi^z>, et que Tj' designe le generateur du groupe des 
automorphismes du revetement vr^/ : Az' -^ Az' naturellement defini par Torientation du bord 
d'un disque centre en z'. Choisissons un releve 7" de Tare 7" dans Az' (autrement dit, 7" est 
une composante connexe de vr^ (7 ))• Alors Tare ffz'(^~) ^^^ rencontre aucune composante 
connexe de tt^ (t"*"), et d'autre part, il rencontre au plus un translate T^,{j~) de 7". Puisque 
fi^z' a des points fixes (les releves des points fixes proches de Tinfini), Tare // j,/(7~) ne pent pas 
etre a droite de Tare Tz'{^~). II est done situe a gauche de Tare T^,{^~). De meme il est situe 
a droite de Tare T^ (7 )• Comme fj^, et T^/ commutent, ceci implique evidemment que Tare 
fl z'C^^'i^')) ^^^ ^ gauche de Tare T^/{j~) et a droite de Tare T^ (7~)- Considerons maintenant 
un point z E Rec^(/) \ {z'} tel que le nombre de rotation Pz'{z) est bien defini. II existe un 
(unique) releve z de ce point dans Az' qui est situe entre les arcs 7" et Tz'{^^). De ce qui 
precede, on deduit done que le point f] ^/(z) est situe entre TJ7 (7") et T^, (7^). Par recurrence, 

on en deduit que le point f'^\i{z) est situe entre T~i "(7") et T^/"'(7~) pour tout n > 0. En 

utilisant la caracterisation du nombre de rotation Pz>{z) via le releve fi^z' (fait l3.6p . on en deduit 
que |/02'(z)| < 3/(/. Comme on pent choisir Tentier q aussi grand que Ton veut, ceci demontre 

Tassertion (4). D 



Preuve de I'assertion (5). Soit /i une mesure borelienne finie sur R^, invariante par /, dont le 
support n'est pas contenu dans Tensemble des points fixes de /. 

La preuve de I'assertion (5) repose sur le theoreme 14.21 Ce theoreme fournira un feuilletage 
singulier oriente J- sur S^ tel que, pour tout 2; € S^ qui n'est pas une singularite de J-, le chemin 
77,2 • t M- ft{z) est homotope a un chemin positivement transverse a J-. De maniere informelle, 
Texistence d'un tel feuilletage signifie que, pour toute singularite z' de J^, le chemin 77^2 tourne 
autour de z', et le sens de rotation ne depend pas du point z. Ceci nous permettra de trouver un 
point z' G Fix(/), et un disque libre V tel que piV) > et tel que ay^z'i^) est strictement positif 
pour tout point z S (^ nRec^(/)) \X, ou strictement negatif pour tout z G (F nRec^(/)) \X. 
Nous conclurons alors via le lemme [531 

Dans les faits, la demonstration sera assez technique, et cela pour deux raisons au moins. La 
premiere est que nous n'avons fait pratiquement aucune hypothese sur la mesure /i. La seule 
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chose que nous savons, c'est que le support de /i n'est pas contenu dans I'ensemble des points 
fixes de J^. La preuve aurait ete nettement simplifiee si nous avions suppose par exemple que // 
chargeait tous les ouverts de S^, ou que ^ etait ergodique. La seconde est que le theoreme|121 
que nous appliquerons sur M^ \ {z'} pour un certain z' G Fix(/), va nous fournir une isotopie de 
I'identite a / sur M^ \ ({2;'} U X) oii X est un ferme de Fix(/) \ {z'} dont nous ne savons rien. 
II se pourrait par exemple que X disconnecte M^ \ {z'}, ce qui nous causera quelques difRcultes. 

Avant de coniniencer la preuve de I'assertion (5) proprenient dite, nous avons besoin de faire 
quelques rappels sur les feuilletages de la sphere S^. Soit T un feuilletage singulier oriente de la 
sphere S'^. Comme J- est oriente, on pent parler des ensembles a-limite et oj-limite d'une feuille 
A ; nous noterons a(A) et oj{\) ces ensembles. Considerons une feuille \ de F qui n'est pas 
fermee. Alors cj(A) est une partie de S^ non-vide, fermee, connexe, disjointe de A, et saturee par 
F (ceci signifie que toute feuille de T qui rencontre u]{\) est contenue dans u;(A)). Nous noterons 
a;(A) le complementaire de la composante connexe de S^ \ ti;(A) qui contient A. Les arguments 
de la preuve du theoreme de Poincare-Bendixon montrent qu'on a les proprietes suivantes : 

(Fl) L'ensemble w(A) est une partie de S^ compacte, connexe, pleine (c'est-a-dire de 
complementaire connexe), saturee par J^, qui contient au moins une singularite de J-. La feuille 
A s'accumule sur chaque point de la frontiere de uj{X). 

(F2) Si tD(A) n'est pas reduit a une singularite de J-", alors on a I'alternative suivante : soit 
tout arc positivement transverse a /" issu d'un point de tD(A) est inclus dans a;(A), soit tout arc 
positivement transverse a T aboutissant a un point de tD(A) est inclus dans cD(A). 

Supposons maintenant que les singularites de F sont des points fixes de / et que, pour tout point 
z € S^ \ Sing(J'), le chemin 7/^2 : 1 1-^ /t(-z) soit homotope, a extremites fixees, relativement aux 
singularites de J-", a un arc positivement transverse a F. De la propriete (F2), on deduit : 

(F3) L'ensemble cD(A) est positivement ou negativement invariant par /. 

On definit l'ensemble S(A) de fagon similaire a cD(A), et les proprietes (Fl), (F2), (F3) restent 
bien sdr valables si on y remplace a}(A) par a(A). 

Nous debutons maintenant la preuve de I'assertion (5). Le support de la mesure /i n'est 
pas inclus dans l'ensemble des points fixes de /. Comme // presque tout point est positivement 
recurrent pour /, on pent done trouver un point zq G (Supp(/i)nRec~'"(/))\Fix(/). Considerons 
un point z' G Fix(/). Quitte a remplacer / par une autre isotopie adaptee, nous pouvons 
supposer que I fixe le point z' . Appliquons alors le theoreme 14.21 a I'anneau M := A^' = M.'^\{z'} 
et a I'isotopie I\a , ■ Ce theoreme nous fournit une partie fermee X de Fix(/) \ {z'}, une isotopie 
^' — (//)ie[o,i] joignant I'identite a /|^ ,\x dans Yioin.eo{Azi \X) et un feuilletage (non-singulier) 
F sur A^i \ X. On posera alors X = X L) {z' , 00}, et on verra F comme un feuilletage singulier 
sur S^ = A-z' U {z', cxo}, ayant X comme ensemble de singularites. Remarquons que 00 n'est pas 
un point isole de X. En effet, dans le cas contraire, la trajectoire 'jp^z d'un point fixe proche de 
I'infini serait homotope a zero dans A^' \ X. 

Le point zq n'appartient pas a X, puisqu'il n'est pas dans Fix(/). Comme zq est positivement 
recurrent pour /, il appartient a un lacelo qui est positivement transverse a F. On en deduit 
d'une part que la feuille Aq de F qui contient zq n'est pas fermee mais egalement que a(Ao) et 
tD(Ao) sont disjoints. Notons ^ = S^ \ (3(Ao) U S)(Ao)). La propriete (Fl) montre que A est 
un anneau ouvert, et Aq va d'un bout a I'autre de cet anneau. Puisque a(Ao) et uj{Xo) sont 



Ce lacet est obtenu en choisissant un entier q tel que /'(^o) est tres proche de zq, et en perturbant le lacet 
obtenu en concatenant des chemins positivement transverses a T homotopes a 7/,zo, 7/,/(zo)' • • • ' 7-r,/9-i(zo) ®^ ^^ 
petit arc joignant /'(zo) a 20. Voir 15 pour les details. 
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positivement ou negativement invariants par / (propriete (F3)), on sait que la mesure v := fi\A 
est invariante par /. Nous allons envisager cinq cas suivant la position des points oo et z' : 

1. oo € a}(Ao) et z' € a(Ao) ; Ibis, oo E a(Ao) et z' € uj{Xq) ; 

2. oo e a}(Ao) et z' a(Ao) ; 2bis. oo e a(Ao) et z' uj{Xq) ; 

3. oo (Q(Ao)UtD(Ao)). 

Commengons par le cas le plus simple : celui oil oo € cD(Ao) et z' £ S(Ao). Nous allons 
construire un disque libre V tel que fJ-iV) > et tel que av,z'{z) > pour tout z G V. 

Rappelons que vr^/ : A^' -^ A^i designe le revetement universel de I'anneau vl^/ = S^ \ {oo, z'}. 
Notons T le feuilletage singulier oriente de A^i obtenu en relevant T . Remarquons que A est un 
sous-anneau essentiel de I'anneau A^i ; par suite, A := ttJ, (A) est une bande dans Az'. Fixons 
alors un releve zq de zq dans A^/ , et notons Aq la feuille de T passant par zq . Remarquons que 
Ao est une droite topologique orientee proprement plongee dans la bande A. En effet, c'est un 
releve de la feuille Aq de J-" dont on sait qu'elle va d'un bout a I'autre de I'anneau A. Cela a un 
sens de dire qu'un point z G A est situe d gauche (respectivement d droite) de Aq. Rappelons 
maintenant que fj^^' designe le relevement de / a A^' associe a I'isotopie /. Ici, comme / fixe 
z' , elle se releve en une isotopie qui joint Id|^ a fi^z'- 

Lemme 5.8. Considerons un point z a A\X et un releve z de z dans A. Si z est positivement 
recurrent pour f , alors le point f{z) est aussi dans A. Si, de plus, z est a droite au sens large 
de la feuille Xq, alors son image fi^z'(z) est a droite au sens strict de Aq. 

Preuve du lemme. Les proprietes d'invariance des ensembles S(Ao) et a}(Ao) (propriete (F3) et 
son analogue pour a(Ao)) montrent que, si z est positivement recurrent pour /, alors I'orbite de 
/ doit etre contenue dans A. Ceci montre la premiere affirmation du lemme. 

Passons a la preuve de la seconde affirmation. D'apres les assertions (3) et (4) du theoreme 4.2, 
le chemin jj^z est homotope dans Az' a un chemin jz positivement transverse au feuilletage J-" 
et contenue dans A car Aq s'accumule sur tons les points de la frontiere de 5(Ao) et tD(Ao). Par 
ailleurs, I'isotopie / se releve dans }iomeo{Az') en une isotopie qui joint I'identite a fj^z' (par 
definition de fj^z' et parce que / fixe z'). Ainsi, le chemin jj^z se releve en un chemin joignant z 
^ fi,z'(^- Le chemin 7^ etant homotope a 7/,z, il se releve egalement en un chemin jz joignant 
2^ a fi,z'i'z)- Bien sur, ce chemin est positivement transverse au feuilletage T et il est contenu 
dans A. En particulier, il ne pent rencontrer la feuille Aq qu'en la traversant de la gauche vers 
la droite ce qui termine la preuve de la seconde affirmation du lemme. D 

Comme le point zq est situe sur la feuille Aq, le lemme \5M implique que le point fi^z'{zo) 
est situe strictement a droite de Aq, et que le point ffz'i^o) ^^^ situe strictement a gauche de 
Aq. Considerons un disque topologique ouvert U C Az' contenant le point zq. Quitte a choisir 
U suffisamment petit, nous supposerons que U := iTz'{U) est un disque libre, que les disques 
topologiques U, f{U) et f~^{U) sont tons les trois contenus dans A, que le disque U est situe 
a droite au sens strict de la feuille T~i (Aq) et a gauche au sens strict de la feuille Tz'{Xq), que 
le disque ouvert fi^z'{U) est situe a droite au sens strict de la feuille Aq, et que le disque ouvert 
fJz'i^) est situe a gauche au sens strict de Aq. 

Nous allons montrer que la fonction au^z' est strictement positive sur U . Pour ce faire, nous 
divisons U en deux parties : soit Uq (respectivement Ud) I'ensemble des points de U situes a 
gauche (respectivement a droite) au sens large de la feuille Aq. Nous notons Uq '■= t^z'{Ug) et 
Ud '■= t^z'{Ud)- Considerons un point z € Rec^(/) n U , et notons z le releve de z situe dans U . 
Pour simplifier les notations, posons q := tu{z) > 1. II existe alors un unique entier p G Z, tel 
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que fj zi{z) S Tz,{U). D'apres la remarque lS-H on a au,z'{z) = P- Nous devons done montrer 
que rentier p est strictement positif. Nous distinguons deux cas : 

Cas A. Le point f} .^/{z) est dans T^,{Ug)- Par construction, Uq est situe a gauche de Aq, done 
T^,{Ug) est situe a gauche de Aq pour tout A; < 0. Mais fi^z'iU) est a droite au sens strict de 
Ao, ce qui imphque, en utihsant le lemme [5181 que le point fj^'C^ 6st a droite au sens strict de 
Ao pour tout i > 1. En particulier, ff ^/(z) est a droite au sens strict de Aq. Par consequent, 
rentier p = au^z'{z) doit etre strictement positif. 

Cas B. Le point fj ^/(z) est dans T^,{Ud)- Par construction, Ud est situe a gauche de Tj/(Ao), 
done T^,{Ud) est situe a gauche de Aq pour tout A; < 0. Mais, comme dans le premier cas, 
le point ff ^/(z) est a droite au sens strict de Aq pour tout i > 1. Par consequent, I'entier p 
doit etre positif ou nul. Supposons maintenant que p soit nul. Alors //^/(2\) G Ud, et done 
fi~z' (^ ^ fJz'i^D)- Ceci est absurde car le disque //^^/(^d) est a gauche au sens strict de Aq 
par construction de U , et /|'~, (z) est a droite au sens strict de Aq- Par consequent, I'entier 
P = 0'U,z'{z) doit etre strictement positif. 

Nous avons ainsi montre que I'entier au^zi{z) est strictement positif pour tout point z G 
Rec"'~(/) n U . Par ailleurs, le point zq est dans le support de //, done /i charge le disque U . En 
utilisant le lemme [531 on en deduit ii{{z G M^ , Pz'{z) > 0}) > 0, ce qui montre I'assertion (5) 
dans le cas considere. 

Le cas oil oo G 3(Ao) et z' G cD(Ao) se traite evidemment de maniere similaire. Dans ce cas, 
on trouve un disque libre V tel que fi{V) > et av,z'{z) < pour tout point z € V H Rec^(/). 
On en deduit que fi{{z G M^ , Pz'iz) < 0}) > 0. 

Dans le cas oil oo G S(Ao) et z' S(Ao), on choisit un point fixe z" G a(Ao) nX, on reprend la 
preuve du premier cas, en y remplagant z' par z", et on obtient que iJ.{{z G M^ , Pz"{z) > 0}) > 0. 
Le seul point a modifier est la preuve de la seconde affirmation du lemme 15.81 Notons que les 
arguments utilises dans le premier cas ne s'appliquent pas id, car I'isotopie / ne fixe pas le point 
z" , et les chemins jj^z et jr^z ne sont pas homotopes dans I'anneau Az". On raisonne comme 
suit. Soit z un point de A\ X, et z un releve de z dans Az". On salt que le chemin 7// ^ ne 
passe pas par le point z" (puisque z" G X). On considere alors le relevement /' de f\A „ a Az" 
tel que le chemin 7// ^ : t 1-^ // (-2) se releve dans Az" en un chemin joignant z a f'(z). D'apres 
I'assertion (5) du theoreme l4.2[ il existe une isotopie /" = {ft)t€[o,i] joignant I'identite a / dans 
Homeo(R^), qui fixe les points z' et z" , et telle que les chemins jj/^z et 77", ^ sont homotopes 
dans M^ \ {z',z"}. II en resulte que le relevement /' coincide avec le relevement fr\z"- D'autre 
part, I'assertion (1) du theoreme 14.21 nous dit que le lacet 77,2" est homotope a un point dans 
Az'. Ceci implique que / est homotope a une isotopie qui fixe les points 00, z' et z", et done 
est homotope a /". Par suite, les relevements fj^z" et fi"^z" coincident. Enfin, I'assertion (4) du 
theoreme 14.21 affirme que le chemin 'jj'^z est homotope dans Az' \X a un chemin 7^ positivement 
transverse au feuilletage T. Puisque le chemin 7^ est homotope a jji^z dans Az' \ X, done dans 
Az", il se releve dans Az" en un chemin 7^ joignant z k f'(z) = fr\z"iz) = fi^z"{z). Ainsi 
nous avons montre I'existence d'un chemin positivement transverse au feuilletage J- joignant z 
a fi,z"{z) dans Az". Ce fait etant etabli, on pent terminer la preuve du lemme [5^ et la preuve 
de I'assertion (5) exactement comme dans le premier cas. 

Le cas ou cxo G S(Ao) et z' S(Ao) se traite evidemment de maniere similaire : on choisit un 
point z" G S(Ao) n X et on montre que p{{z G M^ , Pz"{z) < 0}) > 0. 
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II reste a etudier le cas ou cxd G A = S^ \ (a(Ao) U cD(Ao)). Dans ce cas, on fixe z" G S(Ao) n X 
et z'" G S(Ao) n X. On rappelle que la notation Azu ^z'" designe I'anneau S^ \ {2;",z"'}, et que 
fz'i.z'" designe le relevement de /|a^// ^m a Az",z"' qui fixe les releves de oo. On reprend la preuve 
du premier cas, en remplagant I'anneau Az' par I'anneau ^2", 2'", et le relevement fi^z' par le 
relevement fz",z"'- A nouveau, le seul point a modifier est la preuve de la seconde affirmation du 
lemme ISTSl On raisonne comme suit. Soit z un point de A \ X, et z un releve de z dans ^2",^'"- 
On considere le relevement /' de f\A n m a ^2",^'" tel que le chemin 77/^2 se releve en un chemin 
de z a /'(i). En utilisant I'assertion (5) du theoreme 14.21 comme dans le cas 011 cxo G tD(Ao) et 
z' S(Ao), on voit que /' coincide avec le relevement canonique fz",z"' (rappelons que ce dernier 
est le relevement de /|a „ ,„ qui fixe les releves du point 00). L'assertion (4) du theoreme 14.21 

assure alors I'existence d'un chemin 72 joignant z a /'(i) = fz",z"'{z) dans Az"^z"': positivement 
transverse au releve J- du feuilletage J-. On pent des lors reprendre la fin de la preuve du premier 
cas (en remplagant I'anneau Az' par I'anneau Az"^z"'j et le relevement fj^z' par le relevement 
fz".z"')- En utilisant le fait 13.71 on en deduit que fJ,{{z G B? , Pz"{z) — Pz"'{z) > 0}) > 0. On a 
done n{{z G M? , Pz"{z) > 0} > ou p.{{z G M^ , Pz"'{z) < 0}) > 0. Ceci termine la preuve de 
l'assertion (5), et done aussi de la proposition 12.11 D 

Remarque 5.9. Soit D^" le disque unite de M^". C. Viterbo a montre que tout diffeomorphisme 
hamiltonien de D^", qui vaut I'identite au bord, admet un point fixe d'action symplectique 
non-nulle ( [2^ proposition 4.2]). Pour n = 1, les diffeomorphismes hamiltoniens du disque sont 
simplement ceux qui preservent I'aire euclidienne usuelle et Taction symplectique n'est autre que 
I'integrale du nombre de rotation. Le resultat de Viterbo se traduit done de la maniere suivante. 
Pour tout diffeomorphisme / du disque B^ qui vaut I'identite au bord et qui preserve I'aire 
euclidienne usuelle, si / est une isotopie joignant I'identite a /, il existe un point z' G Fix(/) tel 
que I'integrale de la fonction nombre de rotation z 1— >■ pi,z'{z) par rapport a I'aire euclidienne 
est non-nulle. Ainsi le resultat de Viterbo fournit done une preuve de l'assertion (5) de notre 
proposition 12.11 dans le cas ou I'homeomorphisme / se prolonge en un C^-diffeomorphisme de 
la sphere S^ et oil la mesure p est donnee par une forme volume. On se ramene au disque D^ 
en eclatant le point cx). 

6. Les proprietes (PI), (P2) et les C^-diffeomorphismes de la sphere 

Le but de cette partie est de montrer, comme annonce dans la proposition 11.71 que les pro- 
prietes (PI) et (P2) sont verifiees par tout homeomorphisme du plan qui s'etend en un C^- 
diffeomorphisme de la sphere. 

Preuve de la proposition \1.T\ Supposons done que / admet une extension de classe C^ a S^ et 
commengons par montrer que / verifie (P2). Nous n'avons besoin que de la differentiabilite 
de / en cxD et plus precisement de I'existence d'une compactification M^ de M? par ajout d'un 
cercle S a I'infini tel que / se prolonge en un homeomorphisme de M?. Fixons z' G Fix(/). 
L 'homeomorphisme /^ , se prolonge en un homeomorphisme de Az'UT,. Le revetement universel 

de Az' U S s'ecrit Az' U S, ou S est le revetement universel de S et fj^z' se prolonge en un 

homeomorphisme ff^z' de Az' U S. Si Fix(/) est compact, la propriete (P2) est evidemment 
verifiee. Sinon il y a des points fixes de I'extension de /|a , sur E et il existe done un entier p tel 

que fi^z'{z) = Tz' (z) pour tout releve z d'un point fixe appartenant a S. On a done egalement 
fi,z'{z) = TziCz) pour tout releve z d'un point fixe proche de S, ce qui n'est rien d'autre que la 
propriete (P2). 
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Montrons maintenant que (PI) est verifiee. La fonction Enlace/, restreinte a Tensemble des 
couples de points fixes distincts, etant localement constante, il suffit de deniontrer les deux 
assertions suivantes : 

(i) II existe un voisinage VF de cx) et une constante M telle que |Enlace/(z, z')\ < M pour tout 
z G Fix(/) et tout z' G Fix(/) n W distincts. 

(ii) Pour tout z" G Fix(/) il existe un voisinage pointe W de z" et une constante M telle que 
|Enlace/(z, z')\ < M pour tous z, z' G Fix(/) n W distincts. 

Remarquons tout d'abord qu'en vertu de la forniule ([2]) dans I'introduction, les assertions (i) 
et (ii) ne dependent pas du choix de I'isotopie /. On pourra done supposer que I est une isotopie 
adaptee. La propriete (i) est alors un cas particulier de I'assertion (4) de la proposition 12. II : on 
rappelle en effet que, si z et z' sont deux points fixes de /, alors Pz'{z) = Enlace7-(2:, z'). 

Montrons maintenant (ii) en donnant a z" le role pris auparavant par oo. On pent toujours 
supposer que I'isotopie I fixe z" . Puisque / est differentiable en z" , on peut compactifier 
I'anneau Az" par ajout d'un cercle au bout correspondant a z" de telle facon que fz" se prolonge 
en un honieoniorphisnie. Les arguments utilises dans la verification de la propriete (PI) nous 
permettent de supposer, quitte a changer d'isotopie, que pour tout point fixe z / z" proche 
de z", on a Enlace/ ( z, z") = 0. Le preuve de (i) nous permet quant a elle de dire que, si 
z' / z" est proche de z" , alors, pour tout point fixe z {z',z"}, on a \pz'iz) — Pz"{z)\ = 
|Enlace/(z, z') — Enlace/(2;, z")\ < M. On en deduit que |Enlace/(z, z')\ < M si z et z' sont tous 
deux proches de z" . D 

Remarque 6.1. La fonction {z,z') i-^ Enlace/ (z, z') est I'un des objets utilises par J.-M. 
Gambaudo et E. Ghys dans [TO] pour construire des quasi-morphismes sur le groupe des 
difFeomorphismes d'une surface preservant I'aire. On notera que les arguments de la preuve 
du lemme 4.1 de [TO] fournissent une preuve (differente de celle proposee ci-dessus) du fait 
que tout homeomorphisme du plan qui se prolonge en un C^-diffeomorphisme de S^ verifie la 
propriete (PI). 

Appendice. Quelques exemples d'homeomorphismes du plan qui verifient, ou pas, 

les proprietes (pi) et (p2) 

Le but de cet appendice est de tenter d'eclairer le sens des proprietes (PI) et (P2), en decrivant 
quelques exemples d'homeomorphismes du plan qui satisfont, ou ne satisfont pas, I'une et/ou 
I'autre de ces proprietes. Nous identifions M^ a C, afin de pouvoir utiliser les notations complexes. 
Dans les exemples suivants, nous notons z„ le point d'abscisse n sur I'axe reel, et Bn la boule 
euclidenne de centre z„ de rayon j. 

Exemple 1. Un homeomorphisme qui ne satisfait ni (PI), ni (P2). Considerons le 
diffeomorphisme / G Diff!^(M^) defini (dans une coordonnee complexe) par la formule 

On construit facilement une isotopie / = (/t)te[o,i] joignant I'identite a / : le diffeomorphisme ft 
est obtenu en remplagant 9 + r par 9 + tr dans la formule ci-dessus. Pour tout n G Z, le point 
Zn est fixe par /, et on a Enlace/(0, z„) = Tourne/(z„) = n. Par consequent, / ne satisfait ni 
(PI) ni (P2). 

Exemple 2. Un homeomorphisme qui satisfait (PI), mais pas (P2). Considerons 
maintenant le diffeomorphisme / G Diff^(M^) defini par la formule 



J Le^i^d\ ^ ^^2in{e+sm{nr+^)) _ 
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On construit une isotopie / = (/t)tG[o,i] joignant Tidentite a /, comme dans I'exemple precedent : 
le diffeomorphisme ft est obtenu en remplagant sin (vrr + §) par t sin (vrr + §) dans la formule 
definissant /. Si z et z' sont deux points distincts du plan, on verifie facilement que 

vrr + — 

ou r = max(|z[, \z'\). En particulier, / verifie (PI). Rappelons que la notation z„ designe le 
point d'abscisse n sur I'axe reel. Pour niontrer que / ne verifie pas (P2), il suffit de remarquer 
que Zn est fixe par / pour tout n G Z, et que 

. . . ( vr\ / 1 si n est pair 

iourner z„ = sm vrn H = s 

\ 2/ [ — 1 SI n est impair 

Exemple 3. Un homeomorphisme qui satisfait (P2), mais pas (PI). Pour chaque 
entier n, considerons une fonction a„ : [0, 1/4] — )■ M, lisse, qui s'annule au voisinage de et 1/4, 
et qui vaut n en 1/8. Rappelons que Zn designe le point d'abscisse n sur I'axe reel, et Bn la 
boule euclidienne ferniee de centre z„ et de rayon 1/4. Considerons alors le diffeomorphisme 
/ G Diff^(M^) qui est defini sur la boule Bn par la formule 

/ (zn + re'^'^^'] =Zn + re2^'^(^+""(^)), 



et qui coincide avec I'identite sur IR^ \|Jn6Z -^"- ^^ construit une isotopie / = (/t)ie[o,i] joignant 
I'identite a / comme dans les exemples precedents : le diffeomorphisme ft est obtenu en rem- 
plagant Unir) par tan{r) dans la formule definissant /. Quel que soit n G Z, si on note 
z'n '■= Zn + \-, alors z'n est un point fixe de /, et on a 

Enlace/ (z„, z'^) = n. 
En particulier, / ne verifie pas (PI). Par ailleurs, ft coincide avec I'identite sur M^ \|Jnez ^n, et 
tout lacet contenu dans \_\n£z -^" ^^^ ^^^^ ^^ tour de I'origine est en fait contenu dans la boule Bq. 
Ceci montre que Tourne/(z) = pour tout point z G Fix(/) situe hors de Bq. En particulier, / 
verifie (P2). 

Exemple 4. Un homeomorphisme qui satisfait (PI) et (P2), mais ne s'etend pas en 
un C-'^-diffeomorphisme de la sphere. Fixons 9o G M.\7j, et considerons une fonction lisse 
a : [0, 1/4] — )■ M qui vaut ^o au voisinage de 0, et qui s'annule au voisinage de 1/4. Considerons 
alors le diffeomorphisme / G Diff^(M^), defini par la formule 

/ (zn + re^-^) =zn + re2-(^+"M) 



sur la boule i?„, et qui coincide avec I'identite sur M^ \ Unez^"- ^^ construit une isotopie 
I = (/t)tG[o,i] joignant I'identite a / en remplagant a{r) par ta{r) dans la formule definisssant 
/. Le meme argument que dans I'exemple 3 montre que / verifie (P2). Si z, z' sont deux points 
distincts du plan, on a 

EnlaceK^,^') = l " (™(l^ " ^"1' I^' " ^-D) ^i ^ ^ i?„ et z' e Bn 
^ ' 1^ smon 

Par consequent, / verifie (PI). Notons maintenant / I'extension de / a S^ = M^ U {oo} obtenue 
en posant /(oo) = oo. Alors / est un diffeomorphisme de S^ pour la structure differentielle 
usuelle, mais la differentielle de / n'est pas continue en oo : en effet, la differentielle de / en oo 
est I'identite, mais la differentielle en Zn est la rotation d'angle 27r0o pour tout n. 

Remarque 6.2. Le diffeomorphisme / construit ci-dessus commute avec la translation z i— > z + 1. 
Ainsi, aucune partie compacte non-vide de M^ n'est invariante par tout element de Homeo(M^) 
qui commute avec /. Notons egalement que la restriction de la mesure de Lebesgue a la boule 
Bn est une mesure de masse finie /-invariante, pour tout n G Z. Ceci montre que I'hypothese 
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"/ s'etend en un C^-diflFeomorphisme de S^" est necessaire dans I'assertion 2 du theoreme 11.81 
comme nous I'avons annonce dans la reniarque 11.91 



Exemple 5. Un homeomorphisme qui satisfait (PI) et (P2), pour lequel il existe un 
point z' € Fix(/) tel que la fonction z i— )• Pz'{z) n'est pas bornee. Nous avons montre dans 
la reniarque 15.31 que, pour tout homeomorphisme / du plan preservant I'orientation et verifiant 
les proprietes (PI) et (P2), et tout point z' G Fix(/), la fonction z i— )• Pz'{z) est bornee sur tout 
disque libre pour /. Cette fonction n'est cependant pas globalement bornee en general comme le 
montre I'exemple tres simple suivant. Considerons un C°°-diffeomorphisme p de la demi-droite 
[0, +oo[ qui fixe chaque entier, et tel que, pour tout n G N, et tout r G]n, n + 1[, on a p^{r) ^ n 
quand k -^ — oo et p (r) — )• n + 1 quand k — t- +oo. Considerons alors le diffeomorphisme 
/ G Diffeor(M2) defini par la formule 



/(re2-^)=p(r)e2-{e+'-+|). 



On construit facilement une isotopie / = {ft)te[o,i] joignant I'identite a / : le diffeomorphisme ft 
est obtenu en remplaQant 6 + r par 9 + tr, et p{r) par (1 — t)r + tp{r) dans la formule ci-dessus. 
Notons Cn le cercle centre a I'origine de rayon n. Pour tout point z tel que n < \z\ < n + 1, 
I'a-limite de I'orbite pour / du point z est le cercle C„, et I'w-limite de cette orbite est le cercle 
Cn+i- Par ailleurs, la restriction de / au cercle C„ est une rotation d'angle 27r(n + 1/2). En 
particulier, / n'a aucun point fixe sur C„. Ceci montre que I'origine est le seul point fixe de /, 
ce qui prouve que / verifie les proprietes (PI) et (P2). Ceci montre egalement que, pour tout 
point z tel que \z\ = n, on a po{z) = n + 1/2. En particulier, la fonction z i->- po{z) n'est pas 
bornee. Remarquons qu'on peut egalement exhiber une mesure /i, de masse finie, /-invariante, 
telle que la fonction z i— ;• po{z) n'est pas bornee sur le support de // : il suffit de prendre par 
exemple p := Yln>o "^'^f^n ou pn est la mesure de Lebesgue (normalisee pour avoir une masse 
totale egale a 1) sur le cercle Cn- 

Exemple 5bis. Un homeomorphisme qui satisfait (PI) et (P2), pour lequel il existe 
z' G Fix(/) tel que la fonction z i-> Pz'{z) n'est pas bornee sur les compacts de R^. Dans 

I'exemple 5 ci-dessus, la fonction z \-^ Po{z) est bornee sur tout compact de M^. II est cependant 
facile de modifier cet exemple, pour que ce ne soit plus le cas. II suffit de prendre maintenant 
un homeomorphisme p de la demi-droite [0,+oo[ qui fixe le point 1/n pour tout n > 0, et tel 
que, pour tout r G]l/(n + 1), l/n[, on a p^(r) — > 1/n quand k — > — oo et p'^lr) — )• l/(n + 1) 
quand k —^ +oo, puis de consider er 1' homeomorphisme / defini par la meme formule que dans 
I'exemple 5. L' homeomorphisme ainsi obtenu n'est pas differentiable a I'origine, mais verifie les 
proprietes (PI) et (P2) pour la meme raison que dans I'exemple 5 : I'origine est le seul point 
fixe de /. D'autre part, pour tout z tel que \z\ = 1/n, on a po{z) = n + 1/2, ce qui implique que 
la fonction z i— )■ poiz) n'est pas bornee au voisinage de I'origine. 

Exemple 6. Un homeomorphisme qui satisfait (PI) et (P2), tel que la fonction 

z 1-^ Pz'{z) est bornee pour tout z' G Fix(/), mais tel que la fonction (z, z') i— > Pz'{z) n'est 

pas bornee. Nous avons montre au cours de la preuve de I'assertion (3) de la proposition 12.11 
que, pour tout homeomorphisme qui verifie les proprietes (PI) et (P2), la fonction (z, z') i— )• Pz'{z) 
est localement bornee sur (M^ \ Fix(/)) x Fix(/). Les deux exemples precedents montrent, qu'a 
z' fixe, la fonction z i— >■ pz' {z) n'est pas globalement bornee en general. Nous allons maintenant 
decrire un exemple tel que la fonction z i-> Pz'iz) est bornee sur M? \ {z'} pour tout z' G Fix(/), 
mais tel que la fonction {z, z') i-^ Pz'{z) n'est pas globalement bornee sur (M^ \Fix(/)) x Fix(/). 
Comme dans I'exemple 4, z„ designe le point d'abscisse n sur I'axe reel, et Bn la boule 
euclidienne fermee de centre Zn et de rayon 1/4, pour n ^"L. Considerons un homeomorphisme 
p de I'intervalle [0,1/4], qui fixe les points 0, 1/8 et 1/4, et tel que I'orbite future pour p de 
tout point de ]0, l/4[ tend vers le point 1/8. Pour tout n, considerons une fonction lisse a„ : 
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[0, 1/4] — )■ R qui s'annule au voisinage de et au voisinage de 1/4, et telle que a„(l/8) = n + 1/2. 
Considerons alors le diffeoniorphisme / G Diff^(]R^), defini par la formule 



/ (zn + re^*"^) =Zn + p(r)e2*"(^+""('')) 



sur la boule Bn, et qui coincide avec I'identite sur M^ \ Unez-^™- ^^ construit une isotopie 
I = (/t)tG[o,i] joignant I'identite a / en remplagant an{r) par tan{r), et p{r) par (1 — t)r + tp{r), 
dans la formule definissant /. Le choix de riiomeomorphisme p implique que, quel que soit 
n G Z, I'orbite future pour / de tout point z € Bn \ {zn} va s'accumuler sur le cercle de centre 
Zn et de rayon 1/8. Sur ce cercle, / agit comme une rotation d'angle 27r(n + l/2). En particulier, 
/ n'a pas de point fixe sur ce cercle. Ainsi, les seuls points fixes de / sont les points z„, et les 
points de M? \ \_\n£z^'ri- On en deduit facilement que, pour tout couple de points distincts 
z,z' € Fix(/), on a Enlace/(z, z') = 0. En particulier, / verifie la propriete (PI). Les memes 
arguments que dans I'exemple 4 montrent que / verifie egalement la propriete (P2). Par contre, 
la fonction {z, z') i-^ Pz'{z) n'est pas bornee : en effet, si Wn est un point du cercle de centre z„ 
et de rayon 1/8, alors on a clairement Pz„{wn) = n + 1/2. 

References 

[1] Bonatti, Christian. Un point fixe commun pour dcs difToomorphismes commutants de S^ . Ann. of Math. (2) 

129 (1989), no. 1, 61-69. 
[2] Bonatti, Christian. Diffeomorphismes commutants des surfaces et stabilite des fibrations en tores. Topology 

29 (1990), no. 1, 101-126. 
[3] Brown, Morton and Kister, James M. Invarianco of complementary domains of a fixed point set. Proc. Amer, 

Math. Soc. 91 (1984), no. 3, 503-504. 
[4] Brouwer, Luitzcn E. J. Beweis des ebenen Translationssatzes. Math. Ann. 72 (1912), 37-54. 
[5] Druck, Suely; Fang, Fuquan; Firmo, Sebastiao. Fixed points of discrete nilpotent group actions on 5^. Ann. 

Inst. Fourier 52 (2002), no. 4, 1075-1091. 
[6] Firmo, Sebastiao. A note on commuting diffeomorphisms on surfaces. Nonlinearity 18 (2005), no. 4, 1511- 

1526. 
[7] Franks, John. Generalizations of the Poincare-Birkhoff theorem. Ann. of Math. (2) 128 (1988), no. 1, 139- 

151. 
[8] Franks, John ; Handel, Michael ; Parwani, Kamlesh. Fixed points of abelian actions on S'^ . Ergodic Theory 

Dynam. Systems 27 (2007), no. 5, 1557-1581. 
[9] Franks, John; Handel, Michael; Parwani, Kamlesh. Fixed points of abelian actions. J. Mod. Dyn. 1 (2007), 
no. 3, 443-464. 
[10] Gambaudo, Jean-Marc ; Ghys, Etienne. Commutators and diffeomorphisms of surfaces. Ergodic Theory 

Dynam. Systems 24 (2004), no. 5, 1591-1617. 
[11] Guillou, Lucien. Theoreme de translation plane de Brouwer et generalisations du theoreme de Poincare- 

Birkhoflt. Topology 33 (1994), no. 2, 331-351. 
[12] Handel, Michael. Commuting homeomorphisms of S'^ . Topology 31 (1992), no. 2, 293-303. 
[13] Jaulent, Olivier. Existence d'un feuilletage positivement transverse a un homeomorphtsme de surface. En 

preparation. 
[14] Kneser, Hellmuth. Die Deformationssatze der einfach zusammenhngenden Flachen. Math. Z. 25 (1926), no. 

1, 362-372. 
[15] Le Calvez, Patrice. Une version feuilletee equivariante du theoreme de translation de Brouwer. Publ. Math. 

Inst. Hautes etudes Sci. 102 (2005), 1-98. 
[16] Le Roux, Frederic. Etude topologique de I'espace des homeomorphismes de Brouwer. L Topology 40 (2001), 

no. 5, 1051-1087. 
[17] Lima, Elon L. Commuting vector fields on S^ . Proc. Amer. Math. Soc. 15 (1964), 138-141. 
[18] Mann, Kathryn. Bounded orbits and global fixed points for groups acting on the plane. arXiv: 1103.5060. 
[19] Plante, Joseph F. Fixed points of Lie group actions on surfaces. Ergodic Theory Dynam. Systems 6 (1986), 

no. 1, 149-161. 
[20] Viterbo, Claude. Symplectic topology as the geometry of generating functions. Math. Ann. 292 (1992), no. 
4, 685-710. 

F. Beguin, Universite Paris-Sud, France 



POINTS FIXES COMMUNS 25 



P. Le Calvez, Universite Pierre et Marie Curie, France 

S. FiRMO, Universidade Federal Fluminense, Bresil 

T. Miernowski, Universite de Aix-Marseille II, France 



